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Abstrakt: Dopravné ulohy su jednym zo Specifickych problémov linearneho programovania. Jedna sa o
optimalizacné ulohy, ktorych cielom je minimalizovat celkové ndklady na prepravu tovaru alebo 0sob v ramci
zlozitych logistickych procesov. Podstatou rieSenia je optimalizdcia systému rozvozu urcitej homogénnej latky
(napr. tovar, osoby alebo materidl) zo zdrojov (od dodavatelov) do cielovych miest (k odberatelom) s cielom
minimalizacie celkovych nakladov spojenych s rozvozom, prip. minimalizacia celkovej vzdialenosti. V oblasti
plosnej evakuacie sa dopravné ulohy vyuzivaju pri planovani optimdlneho prevozu evakuantov z ndastupnych miest
do evakuacnych stredisk, pricom sa berie do uvahy najmd prepravna vzdialenost a ndaklady na prepravu jednej
osoby. Clanok obsahuje ndavrh plinu evakudcie obyvatelov mikroregionu ohrozeného povodiiou. Pre urcenie
vychodiskového riesenia boli aplikované tri metody (Metoda severozapadného rohu, Indexova metoda a Vogelova
aproximacnad metoda), najlepsie riesenie z nich bolo vypoctovym postupom optimalizované. Vysledky boli overené
pomocou volne dostupnych softvérovych nastrojov a bol stanoveny optimalny plan prepravy evakuantov.

Kli¢ova slova: evakudcia, dopravné ulohy, preprava, optimalizdcia

1 Dopravné ulohy a ich matematicky model

Dopravné tlohy, resp. dopravné problémy patria medzi Specidlnu kategoriu uloh linearneho
programovania, tzv. distribu¢né problémy. Okrem dopravnej ulohy patria k distribu¢nym problémom aj
priradovacie ulohy, ulohy rozmiestnenia zdrojov a d’alSie ich kombindcie. Dopravné ulohy patria historicky
k najstar§im tloham linedrneho programovania (Jablonsky 2007).
Cielom takychto uloh je rozvrhnutie rozvozu zbozia ¢i materidlu od dodavatelov (zdrojov) k odberatel'om
(cielovym miestam) tak, aby boli celkové ndklady minimalizované. V dopravnych ulohach je danych m
dodavatelov Dy, D,, ..., D,, s mnozstvom produkované¢ho tovaru a,,a,, ...,a,, an odberatelov 0y, 0,, ..., O,
s poziadavkami v mnozstvach by, b,, ..., b,. Vztah medzi dodavatelom a odberatelom je urcitym spdsobom
ohodnoteny ¢;; (i = 1,2, ..., m;j = 1,2, ...,n) na zéklade vycislenych nakladov na prepravu tovaru a kilometrove;j
vzdialenosti zdroja a cielového miesta. Je dblezité stanovit objem prepravy medzi i - tym zdrojom aj — tym
cielovym miestom x;; (i = 1,2, ...,m;j = 1,2, ...,n) tak, aby neboli presiahnuté kapacity zdrojov, ale aby boli
uspokojené poziadavky odberatel’ov.
Na zéklade poctu poziadaviek odberatel'ov a kapacit dodavatel'ov mézeme dopravné tlohy rozdelit’ na vyrovnané
a nevyrovnané. (tab. 1)

Vyrovnany dopravny problém Nevyrovnany dopravny problém
m n m n
Y-S Y3
i=1 j=1 i=1 j=1
Deficit spotreby Deficit zdrojov

m n m n
Q.a> )by | )< )b
i=1 j=1 i=1 j=1

Tab. 1: Rozdelenie dopravnych uloh

Vyrovnany dopravny problém spiia podmienku, kedy pocet poziadaviek od odberatelov a kapacit zdrojov je
rovnaky. V takomto pripade st vSetky kapacity dodavatel'ov vycerpané a dopyt odberatel'ov uspokojeny.
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Pri nevyrovnanom dopravnom probléme ide o nestilad medzi poziadavkami a kapacitami. RieSenie takejto ulohy
moze prebehnit’ az po transformaécii tejto ulohy na ulohu vyrovnant pridanim tzv. fiktivneho dodéavatel’a alebo
odberatel’a podl’a toho, ¢i ide o deficit spotreby alebo deficit zdrojov. Prepravné naklady v takomto pripade, ked’ze
fiktivny dodavatel’ ani odberatel’ neexistujd, su rovné nule, ¢;; = 0.

Prepravné naklady min z potom vypocitdme zo vztahu:

n

m
minz = ZZcU.xU (1)

i=1 j=1

2 Aplikacia vybranych metod dopravnej ulohy

Na ukéazku bola zvolend tloha nevyrovnana (vid’ zadanie ulohy), t.j. pocet poziadaviek na evakuaciu
uréen¢ho poctu obyvatelov nie je rovny poctu kapacit zvolenych evakuacnych stredisk. Kapacity stredisk
prevySuji pocet evakuantov, ztoho dovodu bolo potrebné zaviest' fiktivne nastupné miesto, aby sa uloha
transformovala na vyrovnanil. Pocet obyvatel'ov nutnych k evakuécii z jednotlivych miest je realny, ziskany z map
povodnového rizika [6], avSak pocet kapacit zamyslanych evakuacnych stredisk je ilustracny, ked’Ze tieto udaje
nie su verejne pristupné. Jednotlivé sadzby urcuju priemerné naklady vynaloZené na jedného obyvatel’a, kde sa
brala do tivahy prepravna vzdialenost’, cena pohonnych hmét, naklady spojené s aktivaciou a zabezpecenim
fungovania jednotlivych evakuacnych stredisk a ich sluzbami a nasledna preprava spat’ po ukonceni evakuéacie.

Zadanie dopravnej ulohy - Pri mimoriadnej udalosti spésobenej 100-rocnou vodou na vodnom toku
Raj¢anka je pocet potencidlne ohrozenych obyvatelov hibkou storoénej vody 606 obyvatelov v Rajeckych
Tepliciach, 1227 obyvatelov z Lietavskej Lucky a 127 obyvatelov obce Porubka. V pripade evakuacie su
stanovené 4 evakuaéné strediska Lietavska Lucka ZS, Lietavska Lucka KD, Porabka KD a Rajecké Teplice ZS.
V ohrozenych dedinach je 5 nastupnych miest (Lietavska Lucka 1, Lietavska Lucka 2, Porabka, Rajecké Teplice
1 a Rajecké Teplice 2), ku ktorym budu pristavené dopravné prostriedky na prevoz obyvatel'ov do evakuacnych
stredisk. V ulohe ratame stym, ze vSetci ohrozeni obyvatelia budi do evakuacnych stredisk prevezeni
pristavenymi dopravnymi prostriedkami a nevyuZiju samoevakuaciu.

2.1 Aplikacia met6d pre urcovanie vychodiskového rieSenia
Metoda severozapadného rohu

Metoda severozapadného rohu umozituje pomerne rychlo ziskat' vychodiskové riesenie (tab. 2), ktoré je prijatel'né,
avsak nie je konecné. Tato metdda totiz neberie do tivahy vysku cien dopravnych sadzieb ani vzdialenost’.
Riesenie dopravnej tlohy touto metdédou zacina v l'avom hornom (severozadpadnom) rohu tabul’ky, kedy sa po¢tom
obyvatel'ov Lietavskej Lucky 1 snazime naplnit’ kapacity evakuaéného strediska Lietavska Lucka ZS, pricom
nedbame na vysky sadzieb ¢;;. Ked’Ze kapacita evakuacného strediska Lietavska Lucka ZS bola naplnena, dalsi
obyvatelia budi presunuti do evakuaéného strediska Lietavska Lucka KD. Po presunuti vSetkych obyvatel'ov
z nastupného miesta Lietavska Lucka 1, pokracujeme postupne s presivanim obyvatelov Lietavskd Lucka 2,
Portibka, Rajecké Teplice 1 a Rajecké Teplice 2.

LL ZS LL KD Portbka KD RT Z8 Poziadavky na
evakuéciu
Lietavska 3 2 7 18 708
Lucka 1 670 38
Lietavska 2 3 10 21 519
Lucka 2 412 107
Porubka 7 6 3 13 137
113 24
Rajecké 17 16 12 4 300
Teplice 1 300
Rajecké 18 17 12 2 306
Teplice 2 306
Fom 0 0 0 0 20
20
Kapacity 670 450 220 650 1990
stredisk

Tab. 2: Vychodiskove riesenie dopravnej uilohy metodou severozapadného rohu
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minz = 670.3 +38.2+412.3 +107.10 + 113.3 + 24.13 + 300.4 + 306.2 + 20.0 = 6855€ 2)

Indexova metoda
Indexova metdda sa pouziva na ziskanie vychodiskového riesenia s tym, ze zohl'adiiuje aj sadzby a ich velkosti
Pri aplikacii indexovej metddy transformujeme povodnu tabulku, pri¢om zoberieme do uvahy aj velkosti sadzieb
¢;j azistime pomer poZiadaviek na evakudciu ku kapacite evakuaéného strediska. Nasledne hodnoty v tabulke
zoradime vzostupne podla velkosti sadzieb ¢;j, pricom pri rovnakej hodnote ¢;; berieme do Gvahy podiel

poziadaviek a kapacity strediska a zoradené hodnoty postupne dopiiiame do tabulky (tab. 3).

LL ZS LL KD Portbka KD RT Z8 Poziadavky na
evakuéciu

Lietavska 3 2 7 18 708
Lucka 1 131 450 83 44
Lietavska 2 3 10 21 519
Lucka 2 519

Poribka 7 6 3 13 137

137

Rajecké 17 16 12 4 300
Teplice 1 300

Rajecké 18 17 12 2 306
Teplice 2 306

Frm 0 0 0 0 20
20
Kapacity 670 450 220 650 1990
stredisk

Tab. 3: Vychodiskové riesenie dopravnej uilohy indexovou metodou
minz = 131.3 + 450.2 + 83.7 + 44.18 + 519.2 + 137.3 + 300.4 + 306.2 + 20.0 = 5927€ 3)

Vogelova aproximacna metoda
Pri Vogelovej aproximacnej metdde je potrebné vypocitat’ tzv. diferenciu, ktord predstavuje rozdiel medzi
najmensimi cenovymi sadzbami v riadku, prip. stipci. V riadku (resp. stipci) s najvyssou diferenciou sa obsadi
polic¢ko s najnizSou sadzbou, diferencie sa znova prepocitajii a opakuje sa postup. Riesenie pomocou Vogelovej
aproximacnej metody spociva vo vyjadreni spominanej diferencie, ktora v naSom priklade predstavuje rozdiel
medzi najmen3imi sadzbami v riadku R; a v stipci R; V pripade vyskytu dvoch rovnakych najmenSich sadzieb sa
R;; = 0. Tabul'ku so zadanim rozirime o jeden riadok a jeden stipec, v ktorom dopInime hodnoty diferencii (tab.

4).

LL ZS LL KD Poribka KD RT Z8 Poziadavkyna | R;
evakuaciu
LL1 3 2 7 18 708 1
LL2 2 3 10 21 519 1
Porubka 7 6 3 13 137 3
RT 1 17 16 12 4 300 8
RT 2 18 17 12 2 306 10
Fom 0 0 0 0 20 0
Kapacity 670 450 220 650 1990
stredisk
R; 2 2 3 2

Tab. 4: Zadanie dopravnej ulohy s vypocitanymi diferenciami

Riesenie zaciname riadkom, resp. stlpcom s najvysSou hodnotou diferencie, pricom sa snazime naplnit’ kapacitu
evakuacného strediska a zaroven rozmiestnit’ ¢o najviac obyvatel'ov. Potom sa uz pouzity riadok, resp. stlpec
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neberie do tvahy, opit’ sa prepo¢itajii diferencie pre zvy$né riadky a stipce a postup sa opakuje az kym sa
nerozmiestni pozadovany pocet obyvatel'ov a nenaplni sa kapacita evakuacnych stredisk (tab. 5).

LL ZS LL KD Portbka KD RT Z8 Poziadavky na
evakuéciu
Lietavska 3 2 7 18 708
Lucka 1 151 450 107
Lietavska 2 3 10 21 519
Lucka 2 519
Poribka 7 6 3 13 137
113 24
Rajecké 17 16 12 4 300
Teplice 1 300
Rajecké 18 17 12 2 306
Teplice 2 306
Frm 0 0 0 0 20
20
Kapacity 670 450 220 650 1990
stredisk

Tab. 5: Vychodiskové riesenie dopravnej ulohy Vogelovou aproximacnou teoriou

minz = 151.3 + 450.2 + 107.7 + 519.2 + 113.3 + 24.13 + 300.4 + 306.2 + 20.0 = 5603€ (4)

Porovnanim rieSeni pomocou jednotlivych vybranych metdd pre vychodiskové riesenie dopravnej tilohy (metoda
severozapadného rohu, indexova metéda a Vogelova aproximacna metdda) sme zistili, Ze optimalne rieSenie vyslo
pomocou Vogelovej aproximacnej metody (tab. 6). Najmenej optimdlne je rieSenie pomocou metody
severozapadného rohu, ked’Ze tato metoda neberie do uvahy jednotlivé sadzby c;;.

Pouzita metoda min z
6855€
5927€

5603€

Tab. 6: Porovnanie vybranych metod pre vychodiskové riesenie

2.2 Overenie optimalnosti vychodiskového rieSenia VAM
Na zistenie, Ci je rieSenie pomocou Vogelovej aproximacnej metody naozaj optimalne, pouzijeme maticu
diferencii. Matica diferencii urcuje kritérium optimalnosti rieSenia. Pre zistenie matice diferencii D musi platit’
nasledovny vztah:

D=C-C" (5)
kde C je matica sadzieb a C* predstavuje maticu nepriamych sadzieb. Na zistenie matice nepriamych sadzieb je
potrebné uréit’ riadkové a stipcové &isla, kedy sadet riadkového a stipcového ¢&isla sa rovna prislusnej sadzbe
(r;+s = cij).

rn+s, n+s, rn+s; rn+s,
r,+s, 1p,+s, rp,+s; r,+s,
C*=|mr+s, 13+s, 13+s; 13+5,
n+s, 1,t+s, 1,+s; 1,+s,
rs+5S;, 15+S; 1r5+S3 1548,
Z rozdielu matice C a matice nepriamych sadzieb C* vieme urcit maticu diferencii D, ktora je kritériom
optimalnosti rieSenia.
Pri ur€ovani matice nepriamych sadzieb budeme vychadzat’ ztab. 6 zvychodiskového rieSenia pomocou

Vogelovej aproximacnej metddy: (6)
T +s; =3 - zvolims, =0

rn+s,=2 -s>potomr, =17, r, =16, 3, = 13; 1, =4; 15 = 2,15, = 0;
r+s;=7 s; = —14; s, = —15; s; = —10.
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r,+s, =2

r3+ 53 =3

r3+s, =13

r,+s,=4

s +5, =2

T +5,=0

C—C=D

3 2 7 18 3 2 7 17 0 0 0 1
2 3 10 21 2 1 6 16 0 2 4 5
706 3 131 | -1 -2 3 1318 8 0 0} acadiferencii  (7)
17 16 12 4 -10 -11 -6 4 27 27 18 0
18 17 12 2 -12 -13 -8 2 30 30 20 O
0O 0 0 O -14 -15 -10 O 14 15 10 O

KedZe je vysledna matica diferencii bez zapornych ¢isel, mézeme potvrdit, Ze vychodiskové rieSenie zistené
Vogelovou aproxima¢nou metddou je optimalne.

2.3 Overenie vysledkov pomocou softvérovych nastrojov
Na overenie naSich vysledkov sme pouzili dva volne dostupné softvérové nastroje na strankach
www.easycalculation.com (obr. 1) a www.cbom.atozmath.com (obr. 2). Obidve spominané webové stranky
ponukaju riesenie dopravnych uloh (transportation problem) pomocou viacerych metod a zaroven dokazu kazdé
rieSenie optimalizovat’ pomocou Optimal solution MODI method. Kazda z tychto aplikédcii ndm potvrdila nase
rieSenie a predpoklad, Ze rieSenie Vogelovou aproximacnou metddou je optimalne, co sme dokazali aj pomocou
matice diferencii.

Iteration 9
D1 D2 D3 D4 Supply
3 2 7
Ss1 18 151
151 450 107
2

S2 3 10 21 519
519

s3 7 6 ) 113
13 24

S4 17 16 12 300
300

S5) 18 17 12 306
306

S6 0 0 0 20
20
Demand 519 450 107 24

Total Minimum Cost

(3x151+2x450+7x107+2x519+3x 113 + 13 X 24 + 4 x 300 + 2 X 306 + 0 x 20)

Obr. 1: Riesenie zadanej dopravnej ulohy na www.easycalculation.com (zdroj:[9])
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So final optimal solution is arrived.

Dy D, D; D, Supply

S, 3(151) | 2 (450) | 7 (107) | 18 708
S, 2(519) | 3 10 21 519
S3 7 6 3(113) | 13 (24) || 137
Sy 17 16 12 4 (300) || 300
& 18 17 12 2 (3086) || 306
Sg 0 0 0 ‘0(20) 20
Demand | 670 450 220 650

The minimum total transportation cost =3 x 151 +2x450+7 x 107 +2x 519 +3 x 113 + 13 x 24 +4 x 300 + 2 x 306 + 0 x 20 = 5603

Obr. 2: Riesenie zadanej dopravnej ulohy na www.cbom.atozmath.com (zdroj: [8])

3 Interpretacia vysledkov

Zo zadania dopravnej ulohy bolo potrebné urcit’ optiméalny rozvozny plan obyvatel'ov postihnutych povodiou
z obci Lietavska Lucka, Porubka a Rajecké Teplice do evakuaénych stredisk situovanych v tychto troch obciach.
Vychodiskové rieSenie sme ziskali pomocou troch metéd: metody severozdpadného rohu, indexovej metody
a Vogelovej aproximacnej metddy. Testom optimalizacie sme zistili, Ze rieSenie Vogelovou aproximac¢nou
metodou je optimalne, a teda ndm urcuje optiméalny rozvozny plan. Do evakua¢ného strediska Lietavska Lucka
ZS by sme rozviezli dokopy 670 obyvatel'ov z Lietavskej Licky (151 zo zastavky Lietavska Lucka 1 a vietkych
obyvatelov tj. 519 zmiesta Lietavskd Lucka 2) Evakuacné stredisko Lietavskd Lucka KD naplnime 450
obyvatel'mi z miesta nastupu Lietavskd Lucka 1. Obec Porubka ma evakuacné stredisko s kapacitou 220 l'udi,
ktoré bude naplnené 113 obyvatel'mi Poribky a 107 obyvatel'mi Lietavskej Lucky. Obyvatelia z dvoch nastupnych
miest v Rajeckych Tepliciach a 24 obyvatel'ov Porubky bude prevezenych do evakuac¢ného strediska Rajecké
Teplice ZS s kapacitou 650 Iudi.

4 Zaver

Operac¢na analyza a jej sucasti vyuzivaju matematiku ako nastroj, vd’aka ktorému rieSia problémy, ktoré mozu
nastat’ v riadeni. Vysledky ziskané matematickymi vypoctami urcuju rozhodnutia, vyhodnocuju ich uplatnenie,
¢im vyrazne ovplyviiuju Zivot obyvatelov pri ich pripadnej ochrane pred prirodnymi vplyvmi ¢i priemyselnymi
havariami, ktoré mozu vyvolat’ krizovu situaciu s potrebou evakuacie. V tomto ¢lanku bola pomocou pripadovej
Stadie ukazand moznost aplikécie dopravnych uloh pri krizovom riadeni a rovnako aj vyuzitie softvérovej
podpory, ked’Ze technologie ndm v tomto pripade mézu vyrazne dopomdct hlavne skratenim ¢asu potrebného na
pripravu a prevenciu pred krizovymi javmi.
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